Fonctions trigonomeétriques réciproques
1 Définitions

Les fonctions sinus, cosinus définies de IR dans I’intervalle [-1 ;1] sont des applications surjectives par définition,
c’estadire :
Vyel[1l;1],3x e Rtelquesin(x)=yetcos(x)=y .

y=sin(x]

¥ y=tan(x]

La fonction tangente définie de R- {x € R |x = ? tkn,keZ}

dans R est une application surjective par définition .

A condition de restreindre judicieusement leurs ensembles de définition, on peut définir des fonctions qui sont
injectives et par conséquent bijectives.

Pour la fonction sinus, on restreint son domaine de
définition a I’intervalle [-? ;g] etona: -

sin ; [—g;%] - [1:1]

X  sinX) : L

Alors cette fonction " sin " est bijective et on peut définir : sintd -/
sa fonction réciproque appelée arc sinus ainsi : :

2 ’

A R

arcsin: [-11] - [-5;2] - 0
: nf2
X arcsin(x)

avec I’équivalence : \ y = arcsin(x) < x = sin(y) \ x o,

La représentation graphique I}, d’une fonction f'l, p
: -nfl

réciprogue d’une application f bijective est toujours p
symétrique de I’y par rapport a la bissectriced du
premier et troisieme quadrant d’équation d :y = x..




Pour la fonction cosinus, on restreint son domaine de y
définition a I’intervalle [0 ;x] etona: | o
cos: [0;m] -  [-1:1]

X  cos(X)

5(x) P

N\ y =arcco

----- v = arccosfx]
1

Alors cette fonction "cos" est bijective et on peut définir
sa fonction réciproque appelée arc cosinus ainsi :

arccos: [-1;1] — [0;x@]

X " arccos(x) i

avec I’équivalence :| y = arccos(x) <> x = cos(y) | JRO) S ‘

. . . y = tan(x)
Pour la fonction tangente, on restreint son domaine de I : = !
P 4 i y i
définition a I’intervalle - = ;X[ etona: i : s /
2 2 ! ! v !
J.' ! ! //d:y':x !
tan: -2 ;X[ > R P 7 f
e F .| B el P
) i ! - '
X ) tan(x) VA /// : y 7 arctan(x)
e e L. - < | 0.5 |
Alors cette fonction "tan™ est bijective et on peut définir Sk o/ | /
sa fonction réciproque appelée arc tangente ainsi : P =2 Ly :
arctan: R — J-Z:Z[ ‘ L LT (
2 25 | T 1= = i = e o v = arctan(x] 1 : !
Ll i i K
N A s
X arctan(x) R g L j
r ST ey P !
avec I’équivalence : \ y = arctan(x) © x = tan(y) \ e : . |
v . i :
Exemples : arcsin(l) = % car sin(?) =1 ; arctan(-1) = f , car tan(—f =-1

l1y— = ny—- 1
arccos(=)= =, carcos(—)= =
(2) 3 (3) 2

2 Remarques :

1) Soitf: A ~ B une application bijective et f_l B " A saréciproque avec y = f_l(x) < x=1(y).

Onaalors: fof = idsetf of = idx, C’est a dire : VxeB , : fof (x)= ids(x) = X et WyeA , : f of(y)= ida(y) =y .

Ainsi: Vvxel[-1:1], sin[arcsin(x)] = x et cos[arccos(x)] = x
Yy e [-? ;f] , arcsinf[sin(y)]=y et Vy e [0;xn], arccos[cos(y)] =Y
et
vxe R, tan[arctan(x)] = x

vye ]_g ;g[, arctan[tan(y)] =y .

2) Onaaussi: Vxe[-1;1], arcsin(-x) = -arcsin(x) et ¥x € IR, arctan(-x) = -arctan(x) ;
les fonctions arcsin et arctan sont donc impaires.(= car sin et tan sont impaires)

*

preuve :y = arcsin(-x) < -x = sin(y) < x = -sin(y) < x =sin(-y) < -y = arcsin(x) < y = -arcsin(x)



3 Dérivées

On a démontré le théoréme de dérivation d’une fonction réciproque d’une application bijective :

Si f est une fonction bijective et continue sur un intervalle ouvert contenant y, et
si f est dérivable en yg et si f '(yo) = 0, alors la bijection réciproque f est dérivable en Xo = f(yo) et

ona (f')'(x) =

1
fl(Yo)'

-1
En posanty =f (x) = arcsin(x) et x = f(y) = sin(y) on obtient :

*
1 1 1 1

-1 _ . . 1 . . _ _
(F) () = [aresin()]' = f'ly)  (siny)'” cosy  cos(arcsin(x)) \/ 1-x2

, VX € -1 ;1[ .(= cf. exercice 3a)

Exercices : démontrer que : [arccos(x)] = 1 vxe ]-1:1[ et [arctan(x)] = % , VxeR.
[1-x2 1+X
¥
remarque :
TCJ'Q - ——————————
la fonction arcsin n’est pas dérivableen x =-letenx=1;
calculons f'(1) et f'(-1): 1 !
Coy = fim 1 1 _ |
f d(l) = legl] 1 x2 = 0. = +0 et 05 Iy = arcsinpq
1) = lim—-1_ _1_ |
fg( 1) )l(l?ml 1-x2 0. oo i . 05 :
! 1
interprétation géométrique : les tangentes au graphique de la
fonction arcsin en X = letenX = —1sont verticales : k
-------------- -mie




4 Exercices

1) Démontrer: Vx e[-1;1], arcsin(x) + arccos(x) = %

2) Calculer le domaine de définition des fonctions f; définies par :

a) y=fy(x) = arcsin (2))((;+13) b) y=Ff(x)= X

) 'y =fy(x) = arccos (l—%)ézj

3) Démontrer :

a) Vx e [-1;1], cos[arcsin(x)] = ,/1— X2 et sin[arccos(x)] = ,/1— X2

b) vx e]-1;1[, tan[arcsin(x)] =

c) Vx e [-1;1]-{0}, tan(arccos(x)] =

d) Vvx e R, sin[arctan(x)] = — X et cos[arctan(x)] = 1
) [arctan()] W farctan()] = ——=—
4) Calculer les derivées des fonctions f; définies par :
a) y=fi(x) = arcsin (2x-3) b) 'y =1f,(x) = arccos(x?)
) y =fy(x) = arctan (3% d) y="f,(x)=arctan (%“';(()
5) Calculer:
1 1 - X
a) Il+x2 dx b) ja2+x2 dx (poser t= 3 ) c)
XZ
d) I ——dx ( poser t = arccos(x) < x = cos(t) )
| 1—x2
N CE
J. B dx ('poser t = arctan(x) < x =tan(t) )
j arcsin(x) dx 0) j arccos(x) dx h)
j X arctan(x) dx i) j 1-x2 dx K)

arctan, /x2-1

J e o

J' arccos(2x) dx

[t x
A/ 25—-16x2

6) a) Calculer I’aire de la surface comprise entre le graphique de la fonction f définie par y = f(x) = arcsin(x),

I’axe des abscisses et les verticalesx =0etx=1.

b) Méme question pour la fonction g définie par y = g(x) = arccos(x) .




